



ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÄËß ÇÀÄÀ× ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ
05.13.18  ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è
êîìïëåêñû ïðîãðàìì
À Â Ò Î Ð Å Ô Å Ð À Ò
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Åêàòåðèíáóðã  2010
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ëàáîðàòîðèè ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ó÷ðåæäåíèß
Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê Èíñòèòóòà ìàøèíîâåäåíèß Óðàëüñêîãî îòäåëå-
íèß ÐÀÍ.
Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð òåõíè÷åñêèõ íàóê
Ôåäîòîâ Âëàäèìèð Ïåòðîâè÷.




Âåäóùàß îðãàíèçàöèß: ÃÎÓ ÂÏÎ "Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò".
Çàùèòà ñîñòîèòñß 22 äåêàáðß 2010 ãîäà â 1300 ÷àñ. íà çàñåäàíèè äèññåð-
òàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.286.10 ïðè ÃÎÓ ÂÏÎ "Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò èì. À.Ì. Ãîðüêîãî" ïî àäðåñó 620000, ã. Åêàòåðèíáóðã,
ïð. Ëåíèíà, 51, êîìí. 248.
Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñß â íàó÷íîé áèáëèîòåêå ÃÎÓ ÂÏÎ
"Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. À.Ì. Ãîðüêîãî".






Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïîäàâëßþùåìó áîëüøèíñòâó ïðàêòè÷åñêèõ çà-
äà÷, âîçíèêàþùèõ â èíæåíåðíîì äåëå è ïðèêëàäíûõ íàóêàõ, ïðèñóùà íåðå-
ãóëßðíîñòü ãðàíèö îáëàñòåé, îòâå÷àþùèõ èçó÷àåìûì îáúåêòàì, òàê ÷òî
ïðè èõ êîëè÷åñòâåííîì èññëåäîâàíèè òðóäíî ðàññ÷èòûâàòü íà ïîëó÷åíèå
àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ è ðåøåíèß ïðèõîäèòñß èñêàòü ÷èñëåííî. Íàè-
áîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû îñíîâûâàþòñß íà äîñòàòî÷íî
ìåëêîì (ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàñøòàáàìè çàäà÷è) ïîäðàçäåëåíèè èçó÷àåìîé îá-
ëàñòè ëèáî ïóòåì ââåäåíèß ëèíåéíûõ ñåòîê ñ íåèçâåñòíûìè çíà÷åíèßìè
ïåðåìåííûõ â óçëàõ, êàê â êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäàõ, ëèáî ïóò¼ì ðàç-
áèåíèß îáëàñòè íà áîëüøîå ÷èñëî äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòîé ñòðóêòó-
ðû, êàê â ìåòîäàõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â íàñòîßùåå âðåìß òàêèå ìåòîäû
äîñòèãëè äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ðàçâèòèß è ïîïóëßðíîñòè. Íî ãëàâíûì íåäî-
ñòàòêîì äàííûõ ìåòîäîâ, íåñîìíåííî, îñòàåòñß ãðîìîçäêîñòü âû÷èñëåíèé
ïðè ðåøåíèè ðåàëüíûõ çàäà÷.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëß ðåøåíèß ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñß ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà, îñ-
íîâàííûå íà òåõíîëîãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñ÷åòà. Â ïîñëåäíåå âðåìß íà-
áëþäàåòñß ïðîãðåññ â ðàñïàðàëëåëèâàíèè ïðîãðàìì äëß ðåøåíèß òàêèõ çà-
äà÷, îäíàêî, îíè ïî-ïðåæíåìó îñíîâûâàþòñß íà àëãîðèòìàõ, ðàçðàáîòàí-
íûõ äëß ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñ÷åòà: ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ìåòîäå êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ, âàðèàöèîííûõ ìåòîäàõ è ò.ä.
Íàñòîßùàß ðàáîòà ïîñâßùåíà àëüòåðíàòèâíîìó ìåòîäó, ìåòîäó ãðàíè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ), êîòîðûé, íàðßäó ñ âûøåïåðå÷èñëåííûìè ìåòîäàìè,
ßâëßåòñß íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì è, íà íàø âçãëßä, íàèáîëåå àäàïòèâåí
ê âûñîêîìó óðîâíþ ðàñïàðàëëåëèâàíèß. Äàííûé ìåòîä â ðàâíîé ñòåïåíè
óíèâåðñàëåí è îñíîâàí íà èçó÷åíèè íå ñàìèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, îïèñûâàþùèõ êîíêðåòíóþ çàäà÷ó, à ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîé çàäà÷å ãðà-
íè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíà èç ñàìûõ çàìå÷àòåëüíûõ îñîáåííî-
ñòåé ÌÃÝ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè åãî ðåàëèçàöèè äèñêðåòèçàöèè ïîäëåæàò
ëèøü ãðàíèöû èçó÷àåìûõ îáëàñòåé. Ýòî åñòåñòâåííî âåä¼ò ê ñóùåñòâåí-
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íîìó óìåíüøåíèþ ÷èñëà äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè,
òðåáóþùèìè âíóòðåííåé äèñêðåòèçàöèè âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëß òîãî, ÷òîáû íàéòè îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ýòèì ìåòîäîì,
íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëåå íèçêîãî ïîðßäêà,
÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ ìåòîäîâ.
Ïåðâûå ïóáëèêàöèè ïîñâßùåííûå ìåòîäó ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ)
îòíîñßòñß ê ñåðåäèíå 70-õ ãîäîâ. Ñàì òåðìèí ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû âïåð-
âûå áûë ââåäåí â ðàáîòàõ C. Áðåááèß1,2, Ï.Áåíåðäæè3, è äðóãèõ àâòîðîâ
áûëà äàíà êëàññèôèêàöèß ìåòîäîâ, ÌÃÝ áûë âûäåëåí ñðåäè ïðî÷èõ ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ. Íåìíîãî ïîçæå ýòà ðàáîòà áûëà ðàñøèðåíà çà ñ÷åò âêëþ-
÷åíèß íåëèíåéíûõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷.
Ïîëó÷èëè ðàçâèòèå ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ÌÃÝ â òîì ÷èñëå è äëß
ðåøåíèß çàäà÷ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Íåêîòîðûå àâòîðû âñå æå ðàññìàò-
ðèâàþò ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå; çäåñü â ïåðâóþ
î÷åðåäü ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Ìàíñóðà 4,5 .
Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèß ïðèìåíèë ×åí6. Îí ïðîèíòåãðèðîâàë èñõîäíîå
óðàâíåíèå ïî îáëàñòè, ïðè ýòîì ïîëó÷èë äèôôåðåíöèàëüíî-èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå ñîäåðæàùåå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò èñêîìîé ôóíêöèè è èí-
òåãðàëû ïî îáëàñòè. Çàòåì èñêîìóþ ôóíêöèþ u∗(ξ,x, tF , τ) îí àïïðîêñè-
ìèðîâàë ðßäîì ôóíêöèé îò êîîðäèíàòû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëàñü ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ ïî âðåìåíè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé α′′(t).
Â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ, â òîì ÷èñëå Ìàíñóðà7 èñïîëüçîâàëè ñîîòíî-
1Brebbia S.A. The boundary element method for engineers// Pentech Press. London; Halstend Press.
New York. 1978.
2Brebbia S.A. Walker S. Boundary element technics in engineering// Newnes-Butterworths. London 1980.
3Áåíåðäæè, Ï. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ [Òåêñò]: Ïåð. ñ àíãë. / Ð. Áàòòåðôèëä. − Ì.: Ìèð,
1984. − 494 ñ.
4J.A.M. Carrer, W.J. Mansur and R.J. Vanzuit. Scalar wave equation by the boundary element method:
a D-BEM approach with non-homogeneous initial conditions // Comput Mech (2009) 44:P31-44.
5A.I. Abreu, J.A.M. Carrer, W.J. Mansur. Scalar wave propagation in 2-D: a BEM formulation based
on the operational quadrature method, Engineering Analysis with Boundary Elements, 27, No. 2 (2003),
P101-105
6Chen W., Tanaka M. Dual reciprocity BEM applied to transient elastodynamic problems with diﬀerential
quadrature method in time "Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 190 (2001) − P2331-2347
7J.A.M. Carrer W.J. Mansur. A Time-Domain Boundary Element Formulation with Fundamental
Solution Generated by Heaviside Function Source: Initial Conditions Contribution // Electronic Journal
of Boundary Elements, Vol. BETEQ 2001, No. 1, P20-30
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øåíèß â êîòîðûõ âìåñòî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèß u∗(ξ,x, tF , τ) èñïîëü-
çîâàíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ñãåíåðèðîâàííîå ôóíêöèåé Õåâèñàéäà,
êîòîðîå ïðåäñòàâëßåò ñîáîé îòêëèê ñðåäû íà ïðèëîæåííîå âîçìóùåíèå âè-
äà ôóíêöèè Õåâèñàéäà. Â òàêèõ ôóíêöèßõ èíòåãðàëû, âõîäßùèå â ãðàíè÷-
íîå èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå âû÷èñëßþòñß â ñìûñëå Êîøè, îäíàêî ñàìî
ðåøåíèå ßâíî íå âûðàæåíî ÷åðåç èíòåãðàëû îò ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ
óñëîâèé.
Ïîñëåäíåå âðåìß ðàçâèâàåòñß èñïîëüçóþùèé êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëè-
ðîâêó â ÷àñòíîñòè â ðàáîòå ×åíà8 èíòåãðàëû íå ñóùåñòâóþùèå â ñìûñëå
ãëàâíîãî çíà÷åíèß Êîøè ïðèíßòî ðàññìàòðèâàòü â ñìûñëå êîíå÷íîé ÷à-
ñòè èíòåãðàëà Àäàìàðà èëè â àíãëîßçû÷íîé ëèòåðàòóðå H.P.V. (Hadamard
principal value èëè Hadamard ﬁnite part integral).
Âî âñåõ èçâåñòíûõ ïîäõîäàõ ðåøåíèå ïîëó÷àåòñß ÷èñëåííî; â ñëó÷àå ïðè-
ìåíåíèß èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòî ïðîèñõîäèò íà ýòàïå îáðàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèß, â ñëó÷àå âû÷èñëåíèß èíòåãðàëîâ â ñìûñëå êîíå÷íîé ÷à-
ñòè Àäàìàðà íàèáîëåå ñëîæíîé â ñìûñëå ÷èñëà îïåðàöèé ßâëßåòñß ñàìà
ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèß êîíå÷íîé ÷àñòè, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò
ñóììèðîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ðßäà.
Ïîìèìî òåõ äîñòîèíñòâ ðåøåíèß çàäà÷, êîòîðûå óæå áûëè óïîìßíóòû,
ñëåäóþùèì ðåçåðâîì äëß ðîñòà áûñòðîäåéñòâèß ìîæåò áûòü óâåëè÷åíèå
àíàëèòè÷åñêîé ÷àñòè ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷å. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì åù¼ îäíî î÷åíü âàæíîå äîñòîèíñòâî ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ìåòîäà: ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ïåðåìåùå-
íèß îïðåäåëßþòñß â âèäå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ÷òî ßâëßåòñß áåçóñëîâ-
íûì äîñòîèíñòâîì ïðè äàëüíåéøåì ðàñ÷åòå äåôîðìàöèé è íàïðßæåíèé,
ò.ê. äèôôåðåíöèðîâàíèå äëß ïîëó÷åíèß ýòèõ ôóíêöèé òàêæå ïðîâîäèòñß
àíàëèòè÷åñêè.
Ïðåäëàãàåìûé ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå
ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñî÷åòàåò â ñåáå âñå ýòè êà÷åñòâà è ïðåäñòàâëßåòñß
ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì ðåøåíèß íåêîòîðûõ çàäà÷ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.
8Chen W. Dual boundary integral equations for helmholtz equation at a corner using contour approach
around singularity/ Journal of Marine Science and Technology, Vol. 9, No. 1, pp. 53-63 (2001)
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Öåëü ðàáîòû. Ïîñòðîåíèå ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðåøå-
íèß çàäà÷ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ
ýëåìåíòîâ; ïðîâåäåíèå êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïî óñêîðåíèþ è óñîâåðøåí-
ñòâîâàíèþ ðàñ÷¼òà çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìûì ìåòîäîì â ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè
ìåòîäàìè ðåøåíèß çàäà÷ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Ïîèñê ðåøåíèß îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ çà-
äà÷ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ â âèäå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå. Óñîâåðøåíñòâîâàíèå ÌÃÝ ïóòåì ââåäåíèß ÷èñëåííîãî
áëîêà "ãðàíè÷íûé ýëåìåíò - òî÷êà âëèßíèß". Ïðîâåäåíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ
àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìûõ èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé âëèßíèß.
Íàó÷íàß íîâèçíà.
1. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèß, êàê ôóíêöèè
âëèßíèß ãðàíèö. Ïîêàçàíà óíèâåðñàëüíîñòü ïîäõîäà ê ðåøåíèþ îäíîìåð-
íûõ çàäà÷ ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è âíåøíèõ âîçäåé-
ñòâèé.
2. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû âû÷èñëåíèß
âñåõ èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé âëèßíèß ïî ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííîìó
îòðåçêó è ëþáîé òî÷êè íàáëþäåíèß;
3. Ïîëó÷åíà îöåíêà òî÷íîñòè ðåøåíèß â âèäå àëãîðèòìà, ðàññ÷èòûâàå-
ìîãî îäíîâðåìåííî ñ ðåøåíèåì çàäà÷è;
4. Ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ íà ßçûêå C#, ïîçâîëßþùèé íàõî-
äèòü ðåøåíèå çàäà÷è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ìîäèôèöèðîâàííûì ÌÃÝ.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ßâëßþòñß íîâûìè.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß öåííîñòü ðàáîòû. Ïîëó÷åííûå àë-
ãîðèòìû ïîçâîëßþò ñ÷èòàòü çàäà÷ó ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà âî-ïåðâûõ, ñî
çíà÷èòåëüíûì óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè ñ÷åòà ïî ñðàâíåíèþ ñ øèðîêî èñïîëü-
çóåìûìè â íàñòîßùåå âðåìß ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè (íàïðèìåð, ìåòîä êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è ò.ï.); âî-âòîðûõ, ñ èñïîëü-
çîâàíèåì òîëüêî àíàëèòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, òðåõ
ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 103 íàèìåíîâàíèß. Îáùèé îáúåì
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ðàáîòû ñîñòàâëßåò 150 ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Îñíîâíûå ïîëîæåíèß è ðåçóëüòàòû äîêëàäû-
âàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèßõ è ñåìèíàðàõ: V Âñåðîññèéñêàß
êîíôåðåíöèß "Ìåõàíèêà ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ è ðàçðóøå-
íèå"(Åêàòåðèíáóðã, 2008 ã.), Ìåæäóíàðîäíàß ìîëîäåæíàß íàó÷íàß êîí-
ôåðåíöèß "XXXIV ãàãàðèíñêèå ÷òåíèß"(Ìîñêâà, 2008 ã.), Ïßòàß Âñåðîñ-
ñèéñêàß íàó÷íàß êîíôåðåíöèß ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì "Ìàòåìàòè÷å-
ñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è"(Ñàìàðà, 2008 ã.), Âñåðîññèéñêàß
êîíôåðåíöèß "Ïðîáëåìû íåëèíåéíîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäî-
ãî òåëà"(Ïåðìü, 2008 ã.), X ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð "Ñóïåðâû÷èñëåíèß è
ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå"(Ñàðîâ, 2008 ã.), Äåâßòàß Âñåðîññèéñêàß
íàó÷íàß êîíôåðåíöèß "Êðàåâûå çàäà÷è è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå"(Íîâîêóçíåöê , 2008 ã.) XVI Ìåæäóíàðîäíàß êîíôåðåíöèß ïî "Âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìåõàíèêå è ñîâðåìåííûì ïðèêëàäíûì ïðîãðàììíûì ñèñòåìàì
(ÂÌÑÏÏÑ'2009)"(Àëóøòà, 2009 ã.) "Øåñòàß Âñåðîññèéñêàß íàó÷íàß êîí-
ôåðåíöèß ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì "ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è
êðàåâûå çàäà÷è", (Ñàìàðà, 2009 ã.) "XXIX Ðîññèéñêàß øêîëà, ïîñâßùåí-
íàß 85-ëåòèþ ñî äíß ðîæäåíèß àêàäåìèêà Â.Ï. Ìàêååâà"(Ìèàññ 2009 ã.) X
Ìåæäóíàðîäíàß êîíôåðåíöèß "Çàáàáàõèíñêèå íàó÷íûå ÷òåíèß"(Ñíåæèíñê
2010 ã.)
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-
áîòàõ [1-2]. Ðåçóëüòàòû, âîøåäøèå â äèññåðòàöèþ, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìî-
ñòîßòåëüíî.
ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè äàåòñß îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû, ïðèâîäßòñß
èñòîðèêî-áèáëèîãðàôè÷åñêèå ñïðàâêè, ñâåäåíèß î ïóáëèêàöèßõ.
Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñß ÌÃÝ è åãî ìîäèôèêàöèß ÌÌÃÝ äëß
ðåøåíèß îäíî è äâóìåðíûå çàäà÷ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ñîäåðæàòåëüíî
ñóòü ýòèõ çàäà÷ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òðåáóåòñß íàéòè
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u(x, t0) = ϕ(x), ut(x, t0) = ψ(x), (1)
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè:
u(x, t) = u(x, t) x ∈ Γ1,
∂(x, t)
∂n = q(x, t) x ∈ Γ2, (2)
çäåñü Γ1 ∪Γ2 = Γ, è Γ1 ∩Γ2 = ∅ â ñîâîêóïíîñòè äàþò ãðàíèöó Γ îáëàñòè Ω.
Â ÌÃÝ ïåðåõîäßò îò ðàññìîòðåíèß ñàìèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ê ýêâèâàëåíòíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèßì




















u∗(ξ,x, tF , τ)− u(x, τ)∂u





ãäå q(x, τ) = ∇u(x, τ), u∗(ξ,x, tF , τ) ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèß
(1) c(ξ)  ôóíêöèß óãëà, ðàâíà 1 âíóòðè îáëàñòè è 12 äëß òî÷åê, ëåæàùèõ
íà ðåãóëßðíîé ãðàíèöå.
Â ðßäå ñëó÷àåâ èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè Ω óäàåòñß ñâåñòè ê èíòå-
ãðèðîâàíèþ ïî ãðàíèöå Γ. Äîñòîèíñòâàìè ìåòîäà ßâëßåòñß ñíèæåíèå íà
åäèíèöó ðàçìåðíîñòè çàäà÷è è ïðàêòè÷åñêè íåîãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè
ðàñïàðàëëåëèâàíèß, ïîñêîëüêó íàèáîëåå çàòðàòíûå ïî âðåìåíè îïåðàöèè
èíòåãðèðîâàíèß ïðîèçâîäßòñß íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà íà ýëåìåíòàõ ãðà-
íèöû.
Â ÌÌÃÝ ãðàíèöà ðàçáèâàåòñß íà îòðåçêè ïðßìûõ. Â îòëè÷èå îò êëàññè-
÷åñêîãî ÌÃÝ èíòåãðèðîâàíèå ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêè, ïðè÷åì íå ïî êàæ-
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äîìó ýëåìåíòó ãðàíèöû, à ïî åäèíîæäû âûáðàííîìó áàçîâîìó ýëåìåíòó,
ïîìåùåííîìó â íà÷àëî êîîðäèíàò.
Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ÌÃÝ, ãäå ôèêñèðóåòñß òî÷êà
è âû÷èñëßåòñß âëèßíèå êàæäîãî ýëåìåíòà ãðàíèöû íà ýòó òî÷êó, â ÌÌÃÝ
ôèêñèðóåòñß áàçîâûé ýëåìåíò è îïðåäåëßåòñß âëèßíèå ýòîãî áàçîâîãî ýëå-
ìåíòà íà ýêâèâàëåíòíóþ òî÷êó.
Ãëàâà 1 ïîñâßùåíà îáçîðó è ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Îïèñàí âûâîä ÌÃÝ äëß
îáùåé çàäà÷è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå îñîáåííîñòåé
ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îáîñíîâàíû âîçìîæ-
íîñòè óñîâåðøåíñòâîâàíèß àëãîðèòìîâ, óâåëè÷åíèß ñêîðîñòè è òî÷íîñòè
ðåøåíèé. Âî-ïåðâûõ, ìàêñèìàëüíûì ðàñïàðàëëåëèâàíèåì ÌÃÝ. Ýòî ñòàíî-
âèòñß âîçìîæíûì, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðèíöèï àáñîëþòíîãî ðàñïàðàëëåëèâà-
íèß çàëîæåí â ÌÃÝ íà óðîâíå àëãîðèòìà. Âî-âòîðûõ, îñóùåñòâëåíèåì ïðî-
öåäóðû àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèß äëß âñåõ ôóíêöèé âëèßíèß. Ýòà
ïðîöåäóðà, äàåò íåîñïîðèìîå ïðåèìóùåñòâî ñ óæå èñïîëüçóåìûìè ÌÃÝ â
ðàçëè÷íûõ îáëàñòßõ íàóêè, ò.ê. åñëè ôóíêöèè âëèßíèß áóäóò ïîëó÷åíû â
àíàëèòè÷åñêîì âèäå, òî è íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíè-
ßõ, òàêèå êàê äåôîðìàöèè, íàïðßæåíèß, ãðàäèåíòû íàïðßæåíèé â òåîðèè
óïðóãîñòè èëè ôóíêöèè ïîòîêà â äèôôóçèîííûõ çàäà÷àõ, òàêæå áóäóò ïî-
ëó÷åíû ïóòåì àíàëèòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèß, ÷òî, íåñîìíåííî, ïðè-
âåäåò ê áîëåå òî÷íîìó ðåøåíèþ, ÷åì ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèß. Â-òðåòüèõ ïóòåì èñïîëüçîâàíèß îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèß, çàìåíßþùåãî âû÷èñëåíèå âëèßíèß ïðîèçâîëüíîãî ãðàíè÷íîãî ýëå-
ìåíòà íà çàäàííóþ òî÷êó òåëà, âû÷èñëåíèåì âëèßíèß âûãîäíî âûáðàííîãî,
áàçîâîãî ýëåìåíòà íà ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó òåëà ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì,
âûðàæåííûì ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.
Ãëàâà 2 ïîñâßùåíà ÌÃÝ ïðèìåíèòåëüíî ê îäíîìåðíîé çàäà÷å ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî òèïà. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îáëàñòü Ω ïðåäñòàâëßåò ñîáîé îòðåçîê
[a, b], à ãðàíèöà îáëàñòè Γ òî÷êè a è b îòðåçêà. Äëß êëàññà çàäà÷ ñ ïîïå-
ðå÷íûìè êîëåáàíèßìè ïîä îòêëîíåíèåì u òî÷åê îòðåçêà áóäåì ïîíèìàòü
ñêàëßðíóþ âåëè÷èíó u õàðàêòåðèçóþùóþ ïîïåðå÷íîå îòêëîíåíèå òî÷åê.
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Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (1) äëß îäíîìåðíîãî ñëó÷àß
u∗(ξ, x, tF , τ) =
cH(c(tF − τ)− r)
2
(4)
ïðåäñòàâëßåò ñîáîé îòêëèê ñðåäû íà ïðèëîæåííîå â òî÷êå ξ â ìîìåíò âðå-
ìåíè τ âîçìóùåíèå âèäà δ-ôóíêöèè.
Ñ ó÷åòîì ïðîñòîãî âèäà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèß â îäíîìåðíîì ñëó-
÷àå à òàêæå òîãî, ÷òî ãðàíèöà Γ âûðîæäàåòñß â òî÷êè a è b îòðåçêà, èí-
òåãðèðîâàíèå ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè (3) ïðîèçâîäèòñß àíà-
ëèòè÷åñêè. Ïåðåìåùåíèß âûðàæàþòñß ßâíûì îáðàçîì ÷åðåç ôóíêöèè, õà-
ðàêòåðèçóþùèå íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèß
























Åñëè ãðàíèöû óñòðåìèòü ê áåñêîíå÷íîñòè, â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ÷ëå-
íû, îïðåäåëßåìûå ãðàíèöåé, â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî âûðàæåíèß îáðà-
ùàþòñß â íîëü, è âûðàæåíèå (4) ïðåâðàùàåòñß â èçâåñòíóþ ôîðìóëó Äà-
ëàìáåðà.
Äëß íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé íà ãðàíèöå ñèñòåìà (4) îáðàçóåò óðàâíåíèß
Ôðåäãîëüìà, êîòîðûå ñâîäßòñß ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèßì ñ çàïàç-
äûâàíèåì, äëß íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé äåôîðìàöèé è ê ðåêóððåíòíûì ñîîò-
íîøåíèßì äëß íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ïåðåìåùåíèé.
Ïîïåðå÷íûå íàïðßæåíèß íàõîäßòñß èç ñèñòåìû (5). Ïåðâàß ïðîèçâîäíàß
ux íàõîäèòñß àíàëèòè÷åñêè, ïðè ýòîì èñêëþ÷àåòñß íåêîððåêòíàß îïåðàöèß
÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèß
Ðàññìîòðåí ðßä òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ðåøåíèß çàäà÷, äàíî ñîïîñòàâëåíèå
ñ ðåøåíèßìè äðóãèìè ìåòîäàìè. Â êà÷åñòâå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåðà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñß çàäà÷à î êîëåáàíèßõ îãðàíè÷åííîé ñòðóíû, êðàß êîòîðîé çà-
êðåïëåíû ê íåïîäâèæíîìó îñíîâàíèþ, à â íåñêîëüêèõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ
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ïðèëîæåíû óïðóãèå è äåìïôèðóþùèå ñèëû. Çàäà÷à èìååò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå. Ïðè ïðîêëàäêå ïðîâîäîâ, ïîìèìî âûñîò îïîð è äëèíû áåçîïîð-
íûõ ïðîëåòîâ âûáèðàþòñß äåìïôèðóþùèå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå âáëè-
çè òî÷åê çàêðåïëåíèß ïðîâîäà è ïðåäíàçíà÷åííûå äëß ãàøåíèß êîëåáàíèé
ïðîâîäà âáëèçè îïîðíîé êîíñòðóêöèè. Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ñóììó èçâåñòíîãî ñòàòè÷åñêîãî è íåèçâåñòíîãî äèíàìè÷å-
ñêîãî ðåøåíèé.
Ôîðìóëèðîâêà äëß äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è âûãëßäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:





u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), (7)
u(x0, t) = 0, u(xn, t) = 0, (8)
è äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèßìè, õàðàêòåðèçóþùèìè äåéñòâèå óïðóãèõ ïîä-
âåñîâ è íåðàçðûâíîñòü ñòðóíû â òî÷êàõ xi
ux(xi + 0, t)− ux(xi − 0, t) = hu(xi, t) + λut(xi, t), (9)
u(xi + 0, t) = u(xi − 0, t), (10)




Ïîëó÷åíû âûðàæåíèß äëß îïðåäåëåíèß ïåðåìåùåíèé â òî÷êàõ çàêðåï-
ëåíèß ïîäâåñîâ è äëß îïðåäåëåíèß íàïðßæåíèé â ìåñòàõ æåñòêîãî çàêðåï-
ëåíèß.
Òðåòüß ãëàâà ïîñâßùåíà ÌÃÝ è åãî ìîäèôèêàöèè â äâóìåðíîì ñëó÷àå
äëß çàäà÷è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ãëàâû 3 îïèñàíû ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâ-
íåíèß äëß äâóìåðíîãî ñëó÷àß. Ñ ó÷åòîì âèäà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèß
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ãðàíè÷íûå óðàâíåíèß èìåþò âèä:






r H(c (tF − τ)− r)
2pi
(
c2 (tF − τ)2 − r2






∇u(x, τ) H(c (tF − τ)− r)
2pi
√











H(c (tF − t0)− r)
2pi
√








c2 (tF − t0)H(c (tF − t0)− r)
2pi
(
c2 (tF − t0)2 − r2
)3/2 dΩ(x). (11)
Ïåðâûé è ïîñëåäíèé èíòåãðàëû, âõîäßùèå â ñîîòíîøåíèå (11) ïî îòäåëü-
íîñòè íå ñõîäßòñß, ïîñêîëüêó èìåþò íåèíòåãðèðóåìûå â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèß îñîáåííîñòè â îêðåñòíîñòè òî÷åê c(tF − τ) − r = 0, îäíàêî èõ
ñóììà êîíå÷íà.
Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèß çàäàíû â âèäå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, óäàåòñß âî-ïåðâûõ ñ ïîìîùüþ âòîðîãî òîæäåñòâà Ãðèíà èíòåãðàëû
ïî îáëàñòè Ω ïðåîáðàçîâàòü ê ýêâèâàëåíòíûì ãðàíè÷íûì èíòåãðàëàì, âî-
âòîðûõ, èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòßì, âûäåëèòü îñîáåííîñòè â ðàñõîäßùèõñß
èíòåãðàëàõ.







(tF − τ) H(c (tF − τ)− r)
2pi r
√







∇u(x, τ) H(c (tF − τ)− r)
2pi
√

































ãäå ∇2U ∗ = u∗, ∂u∗(ξ,x,tF ,τ)∂τ
∣∣∣
τ=t0
= ∇2U ∗τ . Ïðè ýòîì âñå èíòåãðàëû ñòîß-
ùèå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî âûðàæåíèß èíòåãðèðóåìû â îáîáùåííîì
ñìûñëå, à ïåðåìåùåíèß âûðàæåíû ÷åðåç ôóíêöèè, çàäàííûå íà ãðàíèöå,
ñëåäîâàòåëüíî äëß èõ íàõîæäåíèß íåîáõîäèìî ðàçáèåíèå íà ýëåìåíòû íå
âñåé îáëàñòè Ω, à òîëüêî åå ãðàíèöû Γ. Ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ñíèæåíà íà
åäèíèöó.
Äëß ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß ñäåëàí
ðßä äîïóùåíèé. Ãðàíèöà Γ îáëàñòè Ω ðàçáèòà íà ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû 
îòðåçêè.
Âûáåðåì òåïåðü ýëåìåíò ãðàíèöû  îòðåçîê. Îòíîñèòåëüíî íåãî ââåäåì
ñïåöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî åå íà÷àëî O ñîâïàäàåò
ñ íà÷àëîì îòðåçêà, îñü OX íàïðàâëåíà âäîëü íàïðàâëåíèß, çàäàâàåìîãî
îòðåçêîì, îñü OY îáðàçîâàíà ïîâîðîòîì îñè OX íà óãîë pi
2
ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Òàêîé ýëåìåíò â äàëüíåéøåì äîãîâîðèìñß íàçûâàòü áàçîâûì, à
ñèñòåìó êîîðäèíàò  ñèñòåìîé êîîðäèíàò ñâßçàííîé ñ áàçîâûì ýëåìåíòîì.
Íàïðàâëåíèåì íîðìàëè áóäåì ñ÷èòàòü íàïðàâëåíèå, ïðîòèâîïîëîæíîå îñè
OY .
Ôóíêöèè u(x, t) è q(x, t), çàäàííûå íà i-ì áàçîâîì ýëåìåíòå â èíòåðâàëå












q(p,s)N(x)p (τ − tj−1)s, (14)










q(x, t), Np(x)  ïîëèíîìèàëüíûå
ôóíêöèè ôîðìû, â ÷àñòíîñòè, êîãäà áàçîâûé ýëåìåíò ßâëßåòñß îòðåçêîì,
ò.å. çàäàí ëèíåéíîé ôóíêöèåé, N p(x) = xp, çäåñü x  êîîðäèíàòà â ñèñòåìå
êîîðäèíàò, ñâßçàííîé ñ áàçîâûì ýëåìåíòîì.



























Íóìåðàöèß îòðåçêîâ ãðàíèöû ïðîâåäåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà,
çàíóìåðîâàíû i = 1, ..., N òå îòðåçêè, íà êîòîðûõ çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëî-
âèß I ðîäà, çàòåì i = N + 1, ..., N + M , òå íà êîòîðûõ çàäàíû ãðàíè÷íûå
óñëîâèß II ðîäà.
Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøåíèß çàäà÷è íåîáõîäèìî èç ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèß îïðåäåëèòü N íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé qi(x, t), i = 1, ..., N
äëß ïåðâûõ N îòðåçêîâ, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèß I ðîäà, è M íåèç-
âåñòíûõ ôóíêöèé ui(x, t), i = N + 1, ..., N + M äëß îñòàâøèõñß M îò-
ðåçêîâ, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèß II ðîäà. Äëß ðåøåíèß ýòîé çàäà-
÷è èñïîëüçîâàíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíàß ïî âðåìåíè ñõåìà. Çàäà÷à ðåøàëàñü ñ
ôèêñèðîâàííûì øàãîì ïî âðåìåíè.
Òàêèì îáðàçîì, äëß ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî âû÷èñ-
ëßòü êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïî ãðàíè÷íûì ýëåìåíòàì îò êîìïîíåíòîâ
ôóíêöèé âëèßíèß äëß ðàçëè÷íûõ òî÷åê âëèßíèß, ëåæàùèõ êàê íà ãðàíè-
öå, òàê è âíóòðè îáëàñòè. Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò ÷èñëåííîå
âû÷èñëåíèå ýòèõ èíòåãðàëîâ â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å. Áîëåå óíèâåð-
ñàëüíûì ïîäõîäîì ßâëßåòñß ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë äëß òî÷íîãî
âû÷èñëåíèß âñåõ íåîáõîäèìûõ èíòåãðàëîâ.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ãëàâû 3 ðàññìîòðåíà íàèáîëåå ïðîñòàß ðåàëèçàöèß
ÌÌÃÝ. Çíà÷åíèß ôóíêöèé, âõîäßùèõ â ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå ñîîòíî-
øåíèå, àïïðîêñèìèðîâàíû ïîñòîßííûìè çíà÷åíèßìè âíóòðè i-ãî ýëåìåíòà
íà j-ì èíòåðâàëå âðåìåíè. À èìåííî, ôóíêöèß u(x, t) àïïðîêñèìèðîâàíà
ïîëèíîìîì ïåðâîãî ïîðßäêà ïî âðåìåíè, ôóíêöèß q(x, t)  ïîëèíîìîì íó-
ëåâîãî ïîðßäêà, ôóíêöèè ϕ(x), ϕn(x), ψ(x), ψn(x)  ïîëèíîìàìè íóëåâîãî
ïîðßäêà.
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Êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé u(x, t) è q(x, t) îïðåäå-
ëßþòñß ÷åðåç êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó ïî çíà÷åíèßì ôóíêöèé â óçëîâûõ
òî÷êàõ xi, ëåæàùèõ â ñåðåäèíàõ ýëåìåíòîâ â ìîìåíòû âðåìåíè τj, τj−1.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëß îïðåäåëåíèß íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ñè-
ëó ñîîòíîøåíèß (12) èìååò âèä:












































è ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôè-
öèåíòîâ u(0,1)ij è q
(0,0)
ij . Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå êîýôôèöèåíòû ñâßçàíû ëèíåé-
íîé çàâèñèìîñòüþ ñî çíà÷åíèßìè èñêîìûõ ôóíêöèé u(x, t) è q(x, t) â óç-
ëîâûõ òî÷êàõ, òî ôàêòè÷åñêè ñèñòåìà óðàâíåíèé (16) îïðåäåëßåò èñêîìûå
çíà÷åíèß ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé.
Ïîñëåäíþþ óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîì âèäå ñ íåèçâåñòíûì âåêòî-
ðîì êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèß ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé â ðßä Òåéëîðà, à ñàì
ýòîò âåêòîð âûðàçèòü ÷åðåç ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü îò çíà÷åíèé ãðàíè÷íûõ
ôóíêöèé â óçëîâûõ òî÷êàõ
Dx + Ay = b− d, (17)
y = Kx + c, (18)
ãäå:
y = (y1,y2)
T  (N+M)-ìåðíûé âåêòîð íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé êîýôôè-
öèåíòîâ ïîëèíîìîâ îò ðàçëîæåíèß â ðßä Òåéëîðà ôóíêöèé u(x, τ), q(x, τ)
íà i-îì îòðåçêå ãðàíèöû q(0,0)i k è u
(0,1)
N+i k, ïðè÷åì ïåðâàß êîìïîíåíòà âåêòîðà
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå‖y1,i‖ = q(0,0)i k , à âòîðàß ‖y2,i‖ = u(0,1)N+i k;
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (17) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèß (18) ìîæíî ïåðåïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì
(D + AK)x = b− d−Ac. (19)
Â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ìàòðèöà D çàâèñèò îò ãåîìåòðèè ãðàíèöû, ìàò-
ðèöàK ïîñòîßííàß îïðåäåëßåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ
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ðàçëîæåíèß â ðßä Òåéëîðà ÷åðåç çíà÷åíèß ôóíêöèé â óçëîâûõ òî÷êàõ, ìàò-
ðèöà A íå ìåíßåòñß ïðè ïîñòîßííîì øàãå ðåøåíèß ïî âðåìåíè (ïîñêîëüêó
F1,mikk = F1,mik−1k−1). Òàêèì îáðàçîì èòîãîâóþ ìàòðèöó ñèñòåìû (D+AK)
è âåêòîð c ìîæíî ðàññ÷èòàòü åäèíîæäû íà ïåðâîì øàãå, âåêòîðà b è d ïå-
ðåñ÷èòûâàþòñß íà êàæäîì øàãå ðåøåíèß.
Áëàãîäàðß ýòîìó ñâîéñòâó ìàòðèöû ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû, ÑËÀÓ ðå-
øàåòñß òîëüêî íà ïåðâîì øàãå, à íà ïîñëåäóþùèõ ðåøåíèå ïîëó÷àåòñß ñòàí-
äàðòíîé îïåðàöèåé óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð.
Ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, â ÷àñòíîñòè ðàññìîòðåíû êîëåáàíèß
êðóãëîé ìåìáðàíû. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìåì-
áðàíà ðàäèóñà R0 íàõîäèòñß â íóëåâîì ïîëîæåíèè, ñêîðîñòè òî÷åê ìåìáðà-
íû ïîñòîßííû è ðàâíû ut(r) = 0.1, ãðàíèöà ìåìáðàíû çàêðåïëåíà. Äëß ïðè-
ìåðà ðåøàëàñü çàäà÷à äëß êðóãëîé ìåìáðàíû ñ ðàäèóñîì R0 = 5. Ñêîðîñòü
çâóêà ïðèíèìàëàñü ðàâíîé c = 1. Ïîñòàâëåíî äâà ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòà.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåøåíèå ïðîâîäèëîñü ñ øàãîì ïî âðåìåíè dt = 0.5 c, ïî
êîîðäèíàòå ãðàíèöà ðàçáèâàëàñü íà 12 ýëåìåíòîâ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ðåøå-
íèå ïðîâîäèëîñü ñ øàãîì ïî âðåìåíè dt = 0.5 c, à ïî êîîðäèíàòå ãðàíèöà
ðàçáèâàëàñü íà 36 ýëåìåíòîâ. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèß ñðàâíèâàëèñü ñ àíàëè-
òè÷åñêèì ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëß (ñóììèðîâàëèñü
ïåðâûå 100 ÷ëåíîâ ðßäà).
Êîëåáàíèß òî÷êè, îòñòîßùåé íà 2.5 åä îò öåíòðà ìåìáðàíû ïðèâåäåíû íà
ðèñóíêå 1. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä ÷òî ðåøåíèå äîñòàòî÷íî
áûñòðî ñõîäèòñß ê àíàëèòè÷åñêîìó.
Ðåøåíèå âñåé çàäà÷è ìîæíî óñëîâíî ïîäåëèòü íà òðè ýòàïà. Íà ïåðâîì
ýòàïå ôîðìèðóåòñß ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïðè ýòîì ðàñïàðàëëå-
ëèâàíèå ñ÷åòà ßâëßåòñß àáñîëþòíûì, òàê êàê âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ
ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû îñóùåñòâëßåòñß ïîäñòàíîâêîé êîîðäèíàò òî÷åê âëè-
ßíèß â ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íà âòîðîì ýòàïå
ðåøàåòñß ÑËÀÓ, ïðè ýòîì ñîáñòâåííî ðåøåíèå ïðîèçâîäèòñß òîëüêî íà ïåð-
âîì øàãå, à íà ïîñëåäóþùèõ ðåøåíèå ïî ñëîæíîñòè ýêâèâàëåíòíî îïåðàöèè
óìíîæåíèß ìàòðèöû íà âåêòîð, ïðè ýòîì îïåðàöèß ðåøåíèß ÑËÀÓ ëåãêî
ðàñïàðàëëåëèâàåòñß. Ïåðâûå äâà ýòàïà ïîâòîðßþòñß íà êàæäîì øàãå ïî
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Ðèñ. 1: Îòêëîíåíèå òî÷êè r = 2.5 ìåìáðàíû. u1  ðåøåíèå ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëß, u2 
ðåøåíèå ÌÌÃÝ ñ ðàçáèåíèåì ãðàíèöû íà 12 ýëåìåíòîâ, u3  ðåøåíèå ÌÌÃÝ ñ ðàçáèåíèåì
ãðàíèöû íà 36 ýëåìåíòîâ.
âðåìåíè. Íàêîíåö, íà òðåòüåì ýòàïå âû÷èñëßþòñß ïåðåìåùåíèß òî÷åê ìåì-
áðàíû âíóòðè îáëàñòè ïóòåì ïîäñòàíîâêè èõ êîîðäèíàò â ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè. Ðàñ÷åò ïåðåìåùåíèé òî÷åê, êàê è íà ïåðâîì ýòàïå, ïðîèçâîäèòñß
íåçàâèñèìî, ÷òî ïîçâîëßåò àáñîëþòíî ðàñïàðàëëåëèòü âû÷èñëåíèß.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ãëàâû 3 ïðèâåäåíà îöåíêà òî÷íîñòè ìåòîäà. Ðàñ-
÷åò îøèáêè ïðåäñòàâëßåò ñîáîé àëãîðèòì, ðàñ÷åò êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñß íà
n-îì øàãå ïî âðåìåíè îñíîâíîãî ðàñ÷åòà ïðîãðàììû. Òàêæå ïðèâîäèòñß ýâ-
ðèñòè÷åñêàß îöåíêà òî÷íîñòè àëãîðèòìà, êîòîðàß ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà
çàðàíåå ïî ÷èñëó îáóñëîâëåííîñòè ðàçðåøàþùåé ìàòðèöû:
Rn ≈ ∆qµn(A) hm!
(m/2)!
,
çäåñü m  ïîðßäîê àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé.
Â ïßòîì è øåñòîì ïàðàãðàôàõ ãëàâû 3 ïðèâåäåíû ìîäèôèêàöèè àëãî-
ðèòìà â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìèðîâàíû ñîîòâåòñòâåííî ëèíåé-
íûìè ïî âðåìåíè è ëèíåéíûìè ïî êîîðäèíàòå ôóíêöèßìè.
Â ïßòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíà ëèíåéíàß ïî âðåìåíè èíòåðïîëßöèß, àï-
ïðîêñèìàöèß ïðîèçâîäèòñß ñ ó÷åòîì çíà÷åíèß ôóíêöèé â ïðîìåæóòî÷íûé
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ìîìåíò âðåìåíè tj− 12 . Ïðè ýòîì äëß íåîáõîäèìî ñîñòàâëßòü äîïîëíèòåëü-
íûå óðàâíåíèß äëß ìîìåíòà âðåìåíè tj− 12 .
Â øåñòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíà ðåàëèçàöèß ìåòîäà, ñ ëèíåéíîé ïî êî-
îðäèíàòå èíòåðïîëßöèåé âíóòðè áàçîâîãî ýëåìåíòà çíà÷åíèß äåôîðìàöèé
è ïåðåìåùåíèé. Çíà÷åíèß ôóíêöèè u(x, τ) àïïðîêñèìèðîâàíû âíóòðè ïðî-
ñòðàíñòâà [τj−1, τj]×Γi ïîëèíîìîì ïåðâîé ñòåïåíè ïî êîîðäèíàòå è âðåìåíè,
ïîñòðîåííûì ïî ÷åòûðåì òî÷êàì:
Ïðè òàêîé àïïðîêñèìàöèè óçëîâûå òî÷êè íàõîäßòñß íà êðàßõ áàçîâîãî
ýëåìåíòà, à èíòåãðàëû ôóíêöèé âëèßíèß èìåþò îñîáåííîñòè, ïîýòîìó ïðè
èõ ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ïðèáåãàþò ê ñïåöèàëüíûì ïðèåìàì, íàïðè-
ìåð ñäâèãàß óçëîâóþ òî÷êó. Ïðè àíàëèòè÷åñêîì èíòåãðèðîâàíèè ìû ìîæåì
ïåðåéòè ê ïðåäåëó, ò.å. âû÷èñëßòü çíà÷åíèß èíòåãðàëîâ ôóíêöèé âëèßíèß
íåïîñðåäñòâåííî â óçëîâûõ òî÷êàõ.
Â ñëó÷àå, êîãäà äâà ñîñåäíèõ ýëåìåíòà ãðàíèöå ðàñïîëîæåíû ïîä óã-
ëîì, îòëè÷íûì îò pi, îíè èìåþò ðàçëè÷íûå íîðìàëè è, ñîîòâåòñòâåííî, â
îêðåñòíîñòè ñìåæíîé ñ íèìè òî÷êå ðàçëè÷íûå ðàçëè÷íûå ïðîèçâîäíûå ïî
íîðìàëè ∂u
∂n .
Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò ñäâèãàòü óçëîâûå òî÷êè îò êðàåâ
ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà, ïðè ýòîì â òàêèõ òî÷êàõ ôóíêöèè âëèßíèß íå èìåþò
îñîáåííîñòåé, à ãðàíèöà ßâëßåòñß ðåãóëßðíîé. Íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõî-
äà ßâëßåòñß óäâîåíèå óçëîâûõ òî÷åê ïðèâîäßùåå ê óäâîåíèþ ðàçìåðíîñòè
ðàçðåøàþùåé ìàòðèöû ñèñòåìû è óñëîæíåíèå ñ÷åòà. Â ðàññìàòðèâàåìîì
ïîäõîäå èç-çà òîãî ÷òî ïîñëåäíßß óçëîâàß òî÷êà òî÷êà òåêóùåãî ãðàíè÷íîãî
ýëåìåíòà ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé óçëîâîé òî÷êîé ñëåäóþùåãî, ÷èñëî óðàâíåíèé
íå óäâàèâàåòñß, âìåñòî ýòîãî ñèñòåìà äîïîëíßåòñß ïðîñòûìè ñîîòíîøåíè-
ßìè ñâßçè.
Ðàññìîòðåíû òðè ðåàëèçàöèè ëèíåéíîé ïî êîîðäèíàòå èíòåðïîëßöèè. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå â ðßä ïðîèçâîäèòñß â îêðåñòíîñòè öåíòðàëüíîé
òî÷êè áàçîâîãî ýëåìåíòà, ãðàíèöà â åå îêðåñòíîñòè ßâëßåòñß ðåãóëßðíîé è
ñîîòâåòñòâåííî â çíà÷åíèå ôóíêöèè óãëà c(ξ) â ãðàíè÷íîì èíòåãðàëüíîì
ñîîòíîøåíèè ïðèíèìàåòñß ðàâíîé 12 . Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå â ðßä
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ïðîèçâîäèòñß â îêðåñòíîñòè êðàéíåé ëåâîé òî÷êè áàçîâîãî ýëåìåíòà, ãðà-
íèöà â åå îêðåñòíîñòè íå ßâëßåòñß ðåãóëßðíîé, à çíà÷åíèå ôóíêöèè óãëà
âû÷èñëßåòñß c(ξ) ÷åðåç óãîë ϕ ìåæäó ñîñåäíèìè ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàìè.
Â îáîèõ ñëó÷àßõ ÷èñëî óðàâíåíèé â ñèëó ñîîòíîøåíèß (15) âäâîå ìåíü-
øå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèß ñîñòàâëåíû èç óñëîâèé
íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è ñîãëàñîâàíèß íàïðßæåíèé. Â òðåòüåì ñëó-
÷àå ðàññìîòðåíà ðåàëèçàöèß, êîãäà äâå óçëîâûå òî÷êè âûáèðàþòñß íà íåêî-
òîðîì ðàññòîßíèè îò ãðàíèö áàçîâîãî ýëåìåíòà, à ãðàíè÷íûå óðàâíåíèß â
ñèëó ñîîòíîøåíèß (15) ñîñòàâëßþòñß äëß êàæäîé èç òàêèõ òî÷åê. Òàêîé
âèä àïïðîêñèìàöèè ïðèíßòî íàçûâàòü ðàçðûâíîé ëèíåéíîé èíòåðïîëßöè-
åé. Î÷åâèäíîå ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òî ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé âûòåêàþùèõ èç ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèß
ßâëßåòñß ïîëíîé è íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, íåäîñòàòîê  óâå-
ëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â êîíöå êàæäîãî ïàðàãðàôà ïðè-
âåäåíû ïðèìåðû ðåøåíèß òåñòîâîé çàäà÷è.
Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû êîìïàêòíûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû
äëß òî÷íîãî âû÷èñëåíèß èíòåãðàëîâ îò êîìïîíåíòîâ ôóíêöèé âëèßíèß è
èõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòè ôîðìóëû ïðåäñòàâëßþò ñîáîé ïðîñòûå ôóíêöèè îò
êîîðäèíàò òî÷êè âëèßíèß.
Â âîñüìîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíà çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ âàíòî-
âîãî ìîñòà. Äëß ðàñ÷åòà êîëåáàíèé âàíòîâîãî ìîñòà èñïîëüçîâàí ÌÌÃÝ.
Äëß ðàñ÷åòå óïðóãî çàêðåïëåííîé ÷àñòè ãðàíèöû èñïîëüçîâàíû ãðàíè÷íûå
óñëîâèß III ðîäà (íà K îòðåçêàõ); ïðè ýòîì íåèçâåñòíûìè ñ÷èòàëèñü êàê
ïåðåìåùåíèß òàê è äåôîðìàöèè ãðàíèöû, à îáðàçîâàííàß òàêèì îáðàçîì
íåïîëíàß ñèñòåìà óðàâíåíèé äîïîëíßëàñü óñëîâèßìè óïðóãîãî çàêðåïëåíèß
qi + λui = 0.
Íàãðóçêà ìîäåëèðîâàëàñü ïðèëîæåíèåì óñèëèé, çàäàííûõ ôóíêöèåé
f(x, t), ïðè ýòîì â ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ââîäèëàñü ñîîòâåò-
ñòâóþùàß äîáàâêà.
Ìîäåëèðîâàíèåì ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü àíàëèçà è âûáîðà ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè äëß îáåñïå÷åíèß ïðèåìëåìûõ äèíàìè÷å-
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ñêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
Â äåâßòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, ðå-
àëèçóþùåãî îïèñàííûå â äèññåðòàöèè àëãîðèòìû.
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